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摘要 从
“

质点系相对其质心动量矩
”

的概念
,

分析了质

点系相对其质心绝对动量矩等于其相对动量矩的满足条件
.

从
“

刚体平面运动的合成
”

的概念得到一种新的求解方法
:

“
L

。
= L

。
十 L

二 ” ,

即刚体绕平行轴转动对某点绝对动量矩等

于刚体作牵连运动对该点动量矩与刚体相对质心转动产生动

量矩的矢量和
,

为学生较好理解
“

刚体绕平行轴转动动量矩
”

的求解提供了新思路
.

关键词 刚体
,

平行轴
,

平面运动
,

牵连运动
,

质心

将动系建立在 O C 杆上
,

O C 做牵连运动
,

牵连角速

度为 公
。 ,

轮围绕其质心做相对运动
,

相对角速度为 。
二 ,

则动

点 乞的绝对角速度 。 。
= 、

。

+ 、 二
; 在 C 点处固结平移参考

系 二 `

犷
: ` ,

可以理解为该参考平面的运动就是轮 C 平面图形

的运动
,

此处 尸 点是参考平面的瞬心
,

则轮 C 上的动点 艺

绝对角速度是围绕 尸 转动的角位移 以
.

刚体上同一点绝对

角速度是唯一的
,

因此
, 、 。

= 以
,

即 L c = L乞

引 言

刚体运动分单刚体与多刚体运动系统
,

刚体绕平行轴转

动是多刚体运动系统的一种
.

行星轮机构即是常见的刚体绕

平行轴的运动系统
,

其行星轮围绕两平行轴转动
,

它的运动

是两种转动 (公转和 自转) 的合成
,

即作平面运动
.

求解这类

系统对某点的动量矩是相对复杂的问题
,

本文就是针对该种

系统对某点动量矩的求解方法做一探讨
.

1 如何理解
“
质点系相对其质心动量矩

”

理论力学教材中
,

L
。
= L c 十 , c x 二V c ,

该公式体现

了质点系相对其质心动量矩绝对关系
,

同时隐含了 L c = L 乞

的条件
,

其中 L c 是指质点系相对其质心的绝对动量矩
,

L 去

质点系相对其质心的相对动量矩
,

理解这两个量相等关系是

利用
“

质点系相对其质心动量矩
”

求解问题的关键
,

下面利

用单刚体与多刚体运动系统分别说明 L c = L乞
.

图 1 杆件与圆盘构成的多钢体系统示意图

1
.

1 单刚体系统

轮子的纯滚动或又滚又滑是最典型的单刚体运动系统
,

在每一瞬时
,

其平面图形都具有唯一的角速度
,

该角速度就

是刚体围绕质心转动的绝对角速度
,

也是相对在质心 C 处

建立平移参考系了犷了 (了犷了方向始终与惯性坐标系保持平

行 ) 的相对角速度 fl]
.

2 “
刚体平面运动合成

”
与对某点动量矩的关系

在运动学中
,

分析复杂运动刚体上各点的运动参量时
,

相对不同的参考系建立 3 种运动
:

绝对运动
、

牵连运动
、

相对

运动
.

如图 1
,

在 O C 杆上建立动系 x ` ,
v “ : “ ,

动系 x “ 夕“ : “

所作的就是牵连运动
.

轮子的绝对运动可以分解为随 了
`

犷
`

岁

围绕 O 的转动以及围绕质心 C 的相对转动
.

3 种运动对转轴动量矩的关系为

L
。
= L

。
+ L

r

( 1 )

1
.

2 多刚体系统

如图 1
,

该系统为杆件与圆盘构成的多刚体系统
.

圆盘

随 O C 杆转动
,

同时还围绕其质心转动
,

因此圆盘的绝对运

动是两种转动的合成
.
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L
。

是指刚体对某点绝对动量矩
,

L
。
= J

。 ` 。 ,

是指刚体做

牵连运动时对该点的动量矩 ( J
。
为刚体对 O 轴的转动惯量)

L
,

= J c 田
, ,

是指刚体相对运动对其质心的动量矩 (J c 为

刚体对质心 C 的转动惯量 )
,

式 (l) 表述
:

绕平行轴转动的刚

体对某点动量矩等于刚体做牵连运动时对该点的动量矩与刚
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体相对其质心转动对其质心动量矩的代数和
.

(由于是围绕

平行轴转动
,

L
。 ,

L
二

是平行矢量
,

因此为代数和 )

3 举例说明两种方法的应用

如图 2
,

在该系统中
,

O C 杆重 。 1 ,

杆长 L
,

围绕 O 轴

做定轴转动
,

角速度为 。
。 ,

杆与轮 C 铰链连接
,

轮重 7n 2 ,

半

径为
r ,

在弧形轨道做纯滚动
,

求该系统对 O 轴的动量矩
.

方向由右手螺旋法则判断
,

L杆 垂直纸面向外
,

规定为

正
.

又因为轮子做纯滚动
,

尸 为瞬心
,

则其对 O 轴动量矩

由公式 L o = L c 十 , c X 二 v c 确定
,

L c = cJ 、 (、 为轮

子转动的绝对角速度为顺时针)
,

用右手螺旋法则判断
,

L c

垂直纸面向里
,

规定为负
.

L 轮 = L c 十 , c X m v c

L轮 二 一 L c +
尸 c X m Z

Vc

= 、
o

L = 、
二

即 、 = 、 。
L /

二

= L
,

cJ 二 1/ 30
2
产

Vc勺

图 2 多刚体系统示意图

运动分析
:

O C 杆围绕 O 轴以 。 。
做逆时针定轴转

动
,

轮 C 随 口C 杆围绕 口 轴转动
,

同时受摩擦作用
,

在弧形

轨道做纯滚动与相对质心旋转方向为顺时针
.

该刚体系统对

O 点的动量矩等于 O C 杆与轮 C 对该点动量矩的代数和
,

如图 3
.

图 3 系统受力分析示意图

解
:

(l) 利用
“

质点系相对其质心动量矩
”

概念求解

L
。
= L 杆 + L 轮

因为杆做定轴转动
,

所 以 L 杆 = oJ
杆 。 。 ,

oJ
杆 =

1 / 3m
1 L 2 ,

即 L杆 = l / 30
1
L

2 、
。 .

所以 L轮 = 一 i / 3二
2

叽 L
,

+ m
Z、 。

L “
.

则得到
:

L o =

l /3 m
1 L 2 、

。
一 1 / 3二

2。 。
L

,

+ m
Z、 。

L 2
.

( 2 )利用
“

刚体平面运动合成
”

概念解题

L
。
= L 杆 + L 轮

L杆 = 1/ 3 0
1

护二
。 ,

正负判断同 ( 1)
.

根据式 (l)
: L轮 = L

。

十 L
,

L
。
= oJ 甲

。 ,

因为 oJ 二 cJ + 二
Z L “ ,

cJ = 1 / 3二
2
产

所以 几 = ( i / 3二
2 r 2

+ m
Z L Z

)、
。 ,

(、
。
= 。 。

)

即 五
。
= ( 1 / 30 2 : 2

+ 二
2
L

2

)、
o

L
二

二 了云、
,

因为 ` = 、
。
L /

:
= 。 ,

一 、 。

l[]

所以 、
二

= 、 十 、 。

= 、
。
L /

:
+ 、 。

即 五
,

= 1 / 3二
2 : 2

(、
。
L /

二
+ 、

。

)

则 L 轮 = (1 / 3 0
2 r 2

+ 。 2
L

2

)、
。
一 l / 30

2 : 2

(、
。
L /

:
+ 、 。

)

= m
Z五2 、 。

一 i / 3爪
2 、

。
L
二

由此得到
:

L
。
= l/ 3o

1 L Z、 。
一 1邝。 2 、

。
L
二

十二
Z L “ 、 。

·

4 结 论

(l) 用上述两个概念解题
,

解题思路完全不同
,

这有利

于学生对 《理论力学》 知识有个系统的认识与总结 ;

(2 )利用
“

质点系相对其质心动量矩
”

概念求解
,

关键是

针对不同的运动系统透彻理解 L c 二 L 乞
;

(3 ) 掌握
“

刚体平面运动合成
”

概念
,

理解动系对刚体运

动的牵连作用
,

用公式
:

L
。
= L 杆 十 L 轮 进行解题

,

思路较

清晰明了
.
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